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RECENZE

Knih o filozofii matematiky nevychazi mnoho. Kdyz uz tedy néjaka nova vznikne,
rozhodné€ stoji za pozornost. Na zacatku minulého roku jedna takova vzesla z pera italského
filozofa Luca Incurvatiho a nese nazev Conceptions of Set and the Foundations of Mathematics.
Luca Incurvati aktualné plisobi na University of Amsterdam a dlouhodobé se zabyva filozofii
matematiky, logiky, jazyka a metaetikou. Diky propojeni téchto disciplin nedavno dokonce
ziskal prestizni ERC grant na vyzkum role negace v kazdodennim jazyce.

Vénujme vSak pozornost jeho knize o zakladech matematiky. Jestli si v soucasnosti nelze bez
nééeho dost dobfe matematiku piedstavit, pak jsou to mnoziny. Je to vice nez 140 let, co se
zacCaly zabydlovat v jazyce, kterym matematici bézné hovoti. Mnoziny se dokonce kratce po
svém vzniku staly zakladni stavebni jednotkou, ze které je cela budova matematiky sestavena.
Staly se soucasti axiomatického systému, z néhoz se dale odvozuji v§echny teorémy. Této role
se ujaly tak obratné, Ze ptestoze jsou zdkladnim matematickym pojmem, vétsina lidi je poklada
za okrajovou Cast matematiky, S niz se setkali aZ nékde na stfedni Skole. Ve skutecnosti je
pfitom naprosto kazdy matematicky objekt v kone¢ném dlsledku mnozinou. KruZnice je
mnozinou téch bodi v roving, které se nachéazejici v konstantni vzdalenosti od stiedu; Cislo 3
se definuje jako tfiprvkova mnozina {@, {0}, {9, {@}}}; operace s¢itani je specidlnim typem
zobrazeni, které je zase jen mnoZzinou uspotfadanych s¢itancii a vysledného souctu.

Prvni formalni systém vybudovany na mnozinach ptedlozil Georg Cantor v roce 1874
a 0 nekolik desetileti pozdéji shrnul vyznam jeho teorie pro matematiku David Hilbert: ,,Nikdo
nas nemuze vyhnat z raje, ktery ndm vytvotil Cantor.” MnoZiny byly plivodné chapany jako
soubory prvklli majici n&jakou spolecnou vlastnost, pficemz na charakter této vlastnosti
se nekladla 74dnd omezeni. Zapis {x:x je ¢lovék} by oznafoval mnozinu vSech lidi
a{x:x € x} zase mnozinu vSech mnozin, které neobsahuji samy sebe jako prvek. Takové
svobodomyslné konstruovani mnozZin vSak vedlo k neblahym duasledkiim a kontradikcim.
Russelltv paradox napt. ukazuje, Ze u posledniho vyse uvedeného ptikladu neni mozné urcit,
zda {x: x € x} sama sebe obsahuje, ¢i nikoliv, coz je spor. O Cantorovu systému se pozdé&ji
zacalo mluvit jako o naivni teorii mnozin. Ne snad proto, Ze by to byl pfistup hloupy, ale proto,
7e byl zalozeny na az pfili§ jednoduchém pojmu nélezeni prvku do mnoziny. Resenim se
nakonec stal axiomaticky systém teorie mnozin ZFC, ktery se podobnym sporim uspésné
vyhyba.
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Jednou véci je to, jak mnoziny v matematice funguji, druhou pak to, jak jim rozumime. A je to
pravé pojeti (conception) mnozin, co je podle Incurvatiho zcela zasadni pro Uspésnost
matematickych teorii. Oproti ptivodni cantorovské predstavé mnozin jako souboru prvki
zalozenych na spolecné vlastnosti predklada Incurvati pojeti iterativni. Podle tohoto schématu
se mnoziny déli do nekone&nd mnoha trovni. Reknéme, Ze na prvni trovni stoji tieba prazdna
mnozina V, = @. Potom V; = {@} je potenéni mnozina mnoziny V;, V, = {@, {@}} je potenéni
mnozina mnoziny V; atd. az obecné V;, = P(V,,_1). Mnozina prvni trovné zdaleka nemusi byt
prazdna. Muze se jednat o mnozinu vSech zijicich filozofii nebo o mnozinu vsech klobouki.
Dtlezité je to, ze mnoziny vysSich Grovni jsou produktem mnoziny nachazejicich se o uroven
nize. Neformalné lze fici, Ze mnozina libovolné trovné miize obsahovat jen ty prvky, které jsou
obsazeny v poten¢ni mnozin€¢ mnoziny, ktera se nachazi na urovni o jedni¢ku mensi. Ptijeti
iterativniho chapani mnozin muze byt lakavé proto, ze se jednak zakladd na axiomech ZFC
a jednak nedovoluje formulovat Russelliv paradox stojici na autoreferenci. Pro iterativni
mnoziny neni mozné, aby nékterd z nich obsahovala sama sebe jako sviij vlastni prvek.

Iterativnimu pojeti byvalo ¢asto vytykéno, Ze zaklada existenci mnozin na existenci objektu,
které jsou jejimi prvky. Z této metafyzické zavislosti pak plynou nékteré nejasnosti. Je-li
Sokrates prvkem jednoprvkové mnoziny S, pak by zjevné existence S zavisela na Sokratovi.
Plati to ale i naopak? Zavisi Sokratova existence na existenci mnoziny S? A co kdyz se ukaze,
ze 7adny Sokrates ve skutecnosti nikdy neexistoval? A jaky maji mnoZiny ontologicky
status, jestlize jsou zavislé na redlnych objektech? Zda se, ze tyto problémy nejlépe fesi
tzv. minimalisticky popis iterativniho pojeti mnozin. Tomu je mozné rozumét tak, Ze ,,neklade
zadné pozadavky na metafyziku mnozin, nybrz pouze na strukturu systému, ktery z nich
vznika.“ (s. 69) Hlavnim Incurvatiho argumentem je pfitom to, Ze zadné jiné pojeti mnozin
nevyhovuje soucasné matematice a neodolava vSemoznym paradoxtim lépe nez pravé to
minimalistické.

Piedné je ale nutné odrazit n¢které tradi¢ni namitky viéi iterativnimu chapani mnozin. Podle
jedné nastava problém v momenté, kdy se iterativni pojeti snazi nahradit pojeti naivni. Aby
nahrada probéhla Gspésné, mél by Incurvatiho popis zachovat to dobré z naivni teorie mnozin
a zbavit se jen toho problematického. Neni ale zcela jasné, jak by iterativni pojeti mnoZin mohlo
prevzit schopnost mnozin absorbovat libovolnou vlastnost spole¢nou ur¢itym prvkiim a z nich
poté vytvofit mnozinu. Jedna se o tzv. naivni axiom vydéleni, podle néhoz kazda podminka ¢i
kritérium vyjadfitelné v jazyce teorie mnozin ur€uje né€jakou mnozinu. Dalsi nesnaz lze spatfit
V samotném postulovani hierarchicky uspofadanych mnoZin, nebot’ toto uspofadani jiz
predpoklada pojem ordinélnich ¢isel. Ten ale pfitom z iterativniho pojeti mnozin ziskdme aZ po
jejich postulovani. Zda se tedy, jako by do hry stile vstupovalo naivni chdpani mnozin
a dodavalo ordinalni ¢isla. Posledni vyznamna namitka, s niz se ctenaf setkd ve 3. kapitole, se
tyka sémantiky teorie mnozin. K jejimu definovani je potfeba lokalizovat univerzum, tj. prostor
vSech mnozin. To se ale u iterativniho pojeti nezda byt dost dobfe mozné, protoze stale mohou
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existovat mnoZiny vysSich a vyssich urovni.

ProtoZe se Incurvatimu podafilo vSechny tyto namitky vyvratit a protoze je iterativni pojeti
mnozin vyhovujicim pfistupem, ktery spliiuje axiomy ZFC, vyhyba se paradoxiim a neobsahuje
vnitini spor, mizeme fici, Ze se jedna o legitimni pojeti, na némz lze teorii mnoZin postavit.
Aby se vSak rovnéz jednalo o preferované pojeti, musi Incurvati ukézat, ze vSechny ostatni
navrhy V n¢jakém ohledu zaostavaji. Ve 4. kapitole proto zvazuje navrhy stoupenct naivni
teorie mnozin, ktefi nespatfuji chybu v tom, jak mnoziny chapeme, nybrz v tom, s jakou
logikou pracujeme. Russellovu paradoxu se mtizeme zbavit napt. tim, Ze polozime celou teorii
mnozin na zaklad€ n¢které parakonzistentni logiky, jejichZ vyznamnou vlastnosti je to, Ze ne
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vSechny kontradikce vedou ke sporu. Incurvati vSak ukazuje, ze kazdy z téchto ptistupt s sebou
prinasi tézkosti. Nejcastéji toho druhu, Ze je dana logika ptili§ slaba, ¢i naopak pfili$ silna co
do poctu odvoditelnych teorému.

V nasledujicich dvou kapitolach se Incurvati vénuje snaham o zrevidovani klasického pojeti
mnozin zalozeného na né&jaké konkrétni vlastnosti. Pfedkladd dvé pojeti: syntaktické
a sémantické. Vyvarovat se paradoxim podobnym tomu Russellovu muzeme 1 tak, Ze si
ponechame onu starou dobrou klasickou logiku a naopak zakazeme nékterym vlastnostem, aby
zakladaly mnoziny. Omezenim praveé téch — podle Incurvatiho vlastnich slov — patologickych
vlastnosti vSak nedosahneme skutecného feseni, nybrz pouze ad hoc upravy naivniho axiomu
vydéleni, ktery piesto dal tvofi nekonzistentni teorii. Podobné dopadne 1 navrh zalozeny na
Cantorové poznamce, ze by mély byt odmitnuty prave ty vlastnosti, které davaji vzniknout az
prilis velkym mnozinam. A nezalezi pfitom, zda onim adjektivem ,,piili§ velky* rozumime
velikost srovnatelnou s ordinalnimi ¢isly, nebo ¢islo odpovidajici mohutnosti celého univerza,
tj. kardinality mnoziny {x:x = x}. VSechna velikostni omezeni nakonec selhavaji na
spoleéném piedpokladu pojmi nutnych k jejich formulovani, na néz jest¢ nelze omezeni
uplatnit a ktera tak i nadale vedou ke sportim.

Ptes veskeré odmitani konkurenénich pojeti a pfistupt nachazi Incurvati jednu zivotaschopnou
a vnitiné bezespornou alternativu K iterativni koncepci mnozin. Vyznamnou pomtickou pii
praci s mnozinami je grafické znazornéni. Ukazuje se vSak, ze grafy mohou hrat mnohem
mnozinu. Takto chapané mnoziny pak dokonce spliuji axiomy ZFC a diky jejich propojeni
s existenci praktického nakresu nepodléhaji antinomiim. I pies svébytnou konstrukci vSak
nemuze grafické pojeti konkurovat iterativnimu, které je zalozené na formalnim jazyce a stava
se tak nejvhodné;jsi koncepci pro teorii mnozin, a tim i pro zaklady veSkeré matematiky.
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