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MUSICOLOGICA BRUNENSIA 45, 2010, 1-2

MARTIN CELHOFFER, BRNO

V2 # a :b JAKO PROBLEM TONALITY

Stanislavovi, kolegovi, priteli a mému prviimu uci-
teli, ktery kdy na tabuli napsal hudebni proporci.
Psano s uplatnénim textové tropace...

Reflexe tonality v hudbé je zpravidla spojovana se systémem modt a s otazkou
jisté hierarchie stupiti ptislusného modu. Intervaly, stupnice a akordy jsou v ev-
ropské hudebni teorii definovany na zakladé rozlozeni celych toni a ptiltonti mezi
jednotlivymi stupni modu. V soucasné rovnomérné temperatuie je toto rozlozeni
viceméné nediskutovatelné. OvSem v nomenklatufe tonové soustavy jesté nalé-
zédme zbytky slozitéjsiho systému, jenzZ Goodman charakterizuje jako redundanci
notace'. Tuto redundanci je nutné pti¢ist zasadnimu vlivu antické hudebni teorie,
zejména jeji metod€ uchopeni tonové soustavy. A prave fakt, ze napiiklad tony
cis a des maji odlisné korelaty (i pies tuto skutecnost je oznacujeme jako enhar-
monickou? zaménu), nas ptivadi zpét k problému nerovnomérnosti organizace
tonového materidlu a ke klicové otazce po jejim pivodu.

Pticina, pro¢ se setkdvame s problémem nerovnomérnosti ladéni nebo také
nerovhoméemné temperatury, ma dvé logicky na sebe navazujici roviny: metoda
uchopeni tonového systému pomoci geometrickych proporci’ a samotny charak-
ter takto uchopené soustavy.

Prvni rovina tedy souvisi s objevem analogického vztahu mezi geometrickou
proporci vyjadienou pomérem dvou celych Cisel a vztahem dvou tont. Tento ob-
jev je v mnohych pramenech ptipisovan Pythagorovi, ackoli analogie proporci
a definic vztahii mezi tony byla znama jiz mnohem dfive*. Nemame k dispozici
zadné autentické informace, které by nam potvrdily zdroje Pythagorova uceni
a jsme tak odkazani jednak na spisy nasledovnikd pythagorejské tradice a jednak

Goodman, Nelson. Jazyky uméni. Nastin teorie symbolii. Praha: Academia, 2007.5.146
Pivodni feckd enharmonika je podstaté problému mnohem bliz.

Uvadim zde geometrickou proporci vzhledem k uplatnéné argumentaci a metodé odvozovani.
McClain, Ernest G. The Myth of Invariance. York Beach: Nicolas-Hays, Inc. 1984.
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na Pythagorovy Zivotopisce®. Jesté Boethius pfipisuje objev ¢iselné analogie Py-
thagorovi, ktery udajn¢ ptisel na tuto myslenku jda kolem kovarny. Zvuky, vy-
davané kladivy pti derech do kovadliny, mély rozdilnou vysku v ur¢itém vztahu
k velikosti kladiv. A tento analogicky vztah se dal vyjadfit pomoci jednoduchych
proporci, v tomto ptipadé oktavy, kvinty, kvarty a dokonce i celého tonu®. Tedy
velikost kladiv byla ve stejném poméru — proporci, jako vzajemny vztah vysek
jednotlivych tond, diapason (oktava) 2:1, diapente (kvinta) 3:2, diatessaron
(kvarta) 4:3 a tonus (cely ton) 9:8. Pythagorejska myslenka Tetraktysu jako svr-
chovaného numerologického principu kosmu se zde projevuje prostrednictvim
¢tyt kladiv rizné velikosti a ¢tyt zakladnich intervalt, které tyto kladiva vytva-
teji, a v neposledni fadé¢ také definice samotného Tetraktysu jako Etyt zakladnich
¢isel 1,2, 3 a4, pomoci kterych jsou tyto intervaly uchopené. V evropské hudebni
teorii jsou kategorii perfektnich konsonanci’. V feckém systému organizace tono-
vého materialu jsou pevnymi body v ramci systéma teleion® odkazujici na struk-
turalni dtlezitost rozdéleni tonového materialu na oktavy a dale kazdé oktavy na
kvarty a odvozené i kvinty.

Druha rovina problému pfi¢in nerovhomérnosti ladéni, resp. nerovnomernosti
rozlozeni tonové soustavy, ma spi§ empiricky charakter. Spociva totiz v nezvrat-
ném faktu, ze ¢islo 2 (proporce oktavy 2:1) nema odmocninu vyjadtitelnou zad-
nym racionalnim ¢islem, tj. ¢islem, které se da vyjadtit zZlomkem s celociselnymi
koeficienty, tedy pomérem — proporci dvou celych ¢isel’. Plati tedy \/5 #a:b.
Znamena to, ze oktavu nelze rozdé€lit na polovinu, tedy na dva tritony'’, z ¢ehoz
1ze jednoduse odvodit, Ze ani na Sest celych tontl ¢i na dvanact ptltont. Oktava
se tedy musi délit jinak nez na stejné casti, co ptinasi s sebou fadu problémi

Nicomachuv zivotopis Pythagora, ktery se nedochoval, byl pravdépodobné piedlohou pro

., Pythagoram consonantiae musicae partim diapason partim diapente partim diatessaron,
quae est consonantia minima, vocarentur, primus Pythagoras hoc modo repperit, qua pro-
portione sibimet haec sonorum concordia iungeretur. Et ut sit clarius quod dictum est, sint
verbi gratia malleorum quattuor pondera, quae subter scriptis numeris contineantur: XII.
VI VII. VI Hi igitur mallei, qui XII. et .VI. ponderibus vergebant, diapason in duplo
concinentiam personabant. Malleus vero .XII. ponderum ad malleum .VIIII. et malleus .VIII.
ponderum ad malleum .VI. ponderum secundum epitritam proportionem diatessaron conso-
nantia iungebatur. . VIIII. vero ponderum ad .VI. et XII. ad .VIII. diapente consonantiam per-
miscebant. .VIIII. vero ad .VIIL in sesquioctava proportione resonabant tonum. * Boethius,
Anicius Manlius Severinus. De institutione musica. Liber 1. In Godofredus Friedlein (ed.).
Boetii De institutione musica libri quinque. Lipsko: B. G. Teubner, 1867. s. 197-198.

diatessaron — kvarta, je obecné povazovana za disonanci

proslambanomenos, hypate hypdton, hypdate méson, mése, paramése, néte diezeugménon,
néte hyperboldion

Podobné jako napiiklad Ludolfovo ¢islo nebo tzv. zlaty fez.

Druhé odmocnina z proporce oktavy 2:1 je ve skutecnosti feSenim rozdélujici oktavu na dva

stejné intervaly, tedy tritony, tfeti odmocnina proporce oktavy /2 by fesila rozdéleni okta-
vy na tfi stejné dily, tedy na tfi velké tercie — ditony.
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spojenych nejen s ladénim nastroji s pevnou intonaci'!, ale pfedevsim s definici
intervald v ramci modalniho systému. Proto se s pojednanim o hudebnich propor-
cich setkavame v mnohych pramenech jesté v 18. stoleti.

Nejen ze je rozdéleni oktavy nerovnomérné, ale také distribuce jednotlivych
nestejnych intervalil je nepravidelna. Napiiklad v aplikaci ditonického diatonic-
kého tetrachordu (9:8 — 9:8 — 256:243) na modalni systém dostaneme oktavu
pozustavajici z péti celych tonti kazdy o proporci 9:8 (pythagorejsky cely ton)
a dvou pultonl o proporci 256:243 (pythagorejsky diatonicky maly pulton, tzv.
limma):

2_(9Y, @j
1 8 243

Abychom dostali pouze piltony, odecteme /limmu od celého tonu a dostaneme
pythagorejsky chromaticky velky ptlton, tzv. apotomé:

9 256 2187

8 243 2048

Jelikoz v modalni diatonické oktavé mame pét celych tont 9:8 a dva diatonic-
ké malé piltony 256:243, celkovy pocet piltonti v oktaveé bude sedm /imm proti
péti apotomé. To ma za nasledek dalsi fatalni jev, kterym je existence pythagorej-
ské komy. Kdyz se hloubéji zamyslime nad pfic¢inou existence této zdanlive dalsi
anomalie, jsme nuceni pfiznat, Ze stejny predpoklad ned¢litelnosti oktadvy na stej-
né intervaly ma za nasledek i pythagorejské koma. Pokud totiz plati, ze oktavu
2:1 nelze rozdélit na vice (jak jeden) vzajemné stejnych intervald (libovolného
poctu), tak zaroven i plati, Ze i nasobky proporce oktavy 2:1, tedy 4:1, 8:1, 16:1
apod.'?, také nelze rozdélit na stejné intervaly, pochopitelné s vylouc¢enim pro-
porce oktavy samotné vcetné jejich nasobk, resp. mocnin. Proto ani neni mozné
definovat libovolny pocet oktav libovolnym poc¢tem kvint. Tedy v fad€ na sebe se
vrsicich kvint neexistuje proporce oktavy a jejich mocnin. To znamena, ze zadna
kvinta ani soucet vicero kvint nejsou délitelné dvéma tak, aby vysledek bylo celé
¢islo (nikoli proporce):

3:2 (jedna kvinta), 9:4 (dv¢ kvinty), 27:8 (tfi kvinty), 81:16 (Ctyfi kvinty) atd.
Vrseni proporci ¢istych kvint nam piipomina propor¢ni model duse svéta v Pla-
tonove Timaiovi'® az po ,.krajni ¢islo v pomé&ru 256:243“!, jelikoZ se jedna o fadu
mocnin ¢isla tii v Citatelich a mocnin Cisla dvé v jmenovatelich zlomka. Nejblizsi
aproximace vrsicich se kvint k proporci oktavy se naléza az na souctu dvanacti
kvint 531441:4096, tedy:

1 Zejména klavesové nastroje a nastroje s hmatnikem s pievazy, ¢aste¢né i dechové nastroje.

Nasobky proporce oktavy jsou totozné s jednou dimenzi fady pout svétové duse v Platonové
dialogu Timaios.

13 Platén. Timaios, Kritias, pieklad Frantisek Novotny 1919. Praha: Oikoymenh, 2003. s. 27—
31.

14 ibid 5.29.
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2 1

Po dosazeni rozdil téchto hodnot bude ¢init jiz zminéné tzv. pythagorejské
koma:

531441 128 531441

4096 1 524288

Stejny vysledek dostaneme i po odecteni oktavy od Sesti celych tond, nebo tii
velkych (pythagorejskych) tercii:

o) ,2_(81),2_ 531441

8) 1 \64) 1 524288

Ke komé se dopracujeme i odec¢tenim malého pythagorejského diatonického
pultonu — /immy od velkého chromatického piltonu — apotomé:

2187 256 531441
2048 243 524288

Tato definice, resp. zptisob odvozeni pythagorejské komy je pravdépodobné
nejptijatelnéjsi, protoze vystihuje podstatu problému. Jelikoz distribuce intervalil
apotomé a limma je nerovnomerné, jedenact kvint kruhu o proporci 3:2 bude
obsahovat Ctyfi limmy a tfi apotomé:

3_(256) (2187Y
2 (243) (2048

a jedna ,,vI¢i“ kvinta pét limm a dvé apotomé:

256" (2187)" _ 262144

243 2048 177147

Jedenact Cistych kvint o proporci 3:2 a jedna ,,vI¢i“ kvinta 262144:177147 pak
daji v souctu sedm oktav 2:1, tedy 128:1:

(3)“)(262144__lg§

2) T177147 1

Pythagorejské koma se tak stava jakymsi symbolem tonalni nesoumefitelnos-
ti, ktera rozhodné nema své koteny vyhradné v matematickych spekulacich ve
spojitosti s propor¢nim uchopenim téonové soustavy, ale také ve fundamentalni
fyzikalni vlastnosti pravidelné se chvéjicich téles. Tony znéjici od tonu zaklad-
niho v proporci oktdvy 2:1 a kvinty 3:2 jsou totiz prvni a druhy harmonicky ton,
jelikoz pruzné téleso se chvéje i ve svych pulkach a tietindch. V tomto ohledu se
vsechny harmonické proporce, tj. proporce, u kterych plati 2! (superparticula-

n

ris) nebo - (subsuperparticularis) shoduji s fadou alikvotnich tongL.

Problematika vztahu kvint a oktav ale neni pro pokracovatele pythagorejské
tradice v antické hudebni teorii tak zasadni, jako pro pozd¢jsi hudebni teoretiky

12 n
3 2
[_j ~ (—j v piipad¢, ze n = 7, tedy proporce sedmi oktav 128:1.
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vrcholného stiedoveéku a renesance. Pro antickou hudebni teorii byla dilezita te-
trachordicka typologizace genera a vsazeni samotnych tetrachordd do systéma
teleion.

Tradovany pribéh o Pythagorové objevu hudebnich proporcei, kde zakladni pro-
porce oktavy 2:1, kvinty 3:2 a kvarty 4:3 byly objeveny pozorovanim, mne vede
k domnénce, ze pythagorejci intervaly nedélili, ale ze se k definicim tetrachordii
dopracovavali kombina¢ni metodou, respektive argumenta¢nim odvozovanim'®
vSech intervali z intervalti zakladnich, definovanych Cisly Tetractysu. Tedy po-
kud bychom chtéli odvodit diatonicky tetrachord pomoci jiz znamych zakladnich
proporei (2:1, 3:2 a 4:3), budeme postupovat takto:

1. z rozdilu kvinty a kvarty stanovime cely ton:

3.4.9

2 3 8
2. do tetrachordu s krajnimi body o proporci kvarty 4:3 vlozime dva celé tony 9:8
a odc¢itame je od kvarty, ¢imz dostaneme pilton:

L(zjz_@
318 243

3. tetrachord tedy sestavime z dvou celych tont 9:8 a jednoho pultonu 256:243
tak, ze plati soucet vSech intervalil s krajnimi body tetrachordu 4:3:

9 9 256 4

Ixlx2 7
8§ 8 243 3

S prevratnym feSenim problému ned¢litelnosti oktavy na stejné casti pfisel
Aristoxenos z Tarenta. Jako zak a nasledovnik Aristotela odmitl uzivat geomet-
rickou analogii jako vychozi metodu uchopeni tonové soustavy a navrhl feseni,
které v mnohém piipomina fyzikalni jednotkovy systém, resp. fyzikalni systém
veli¢in. Zakladni mirou uchopeni vztah mezi tony se stava jeden ton'®. A na
zaklad¢ definice této velic¢iny, kde kvalitativni urceni je cely ton a kvantitativni
ur¢eni ¢islo 1, definuje oktavu jako soucet Sesti celych tont, resp. tetrachord jako
soucet dvou a pul tonu. Aristoxenova definice diatonického syntonického'” tetra-
chordu tedy je:

1 (ton) — 1 (toén) — 1/2 (piltén), celkem tedy 2 1/2 tonu, coz je kvarta.

Euclid. Sectio canonis, In A.Barker (ed.). Greek Musical Writings II: Harmonic and Acoustic
Theory. Cambridge, 1989. s.190-208.

V podobném smyslu, jako je v novodobé akustice zakladni jednotkou jeden cent, pficemz
jeden pilton ma sto centu.

viz také Winnington-Ingram, R.P. Aristoxenus and the Interval sof Greek Music, The Classi-
cal Quarterly, Vol. 26, No. 3/4, 5.195-208.
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Ackoli se zda Aristoxentiv pristup revolucni, chybi jednozna¢né urceni ab-
solutni kvantity jednoho tonu samotného'®. Propor¢ni definice tuto nutnost ob-
chazeji relativnim vztahem vysek tontl navzajem, ¢imz prosttednictvim analogie
dosahuji absolutni platnost".

Nedg¢litelnost oktavy \/5 #a:b nelze povazovat pouze za problém spekula-
tivniho pfistupu k analogickym definicim tonové soustavy, nybrz (jak jiz bylo
naznacené vyse) tento problém vychazi také z fady harmonickych — alikvotnich
tont. Pokud se blize podivame na charakteristiku pomyslnych uzla® chvéjici se
struny, zjistime, Ze konstituuji rozrustajici se rovnostranny trojuhelnik, resp. fadu
trojuhelnikovych &isel?' "+ Pryni &tyii alikvotni tony odpovidaji trojuhelniku
znazornujici Tetraktys®:

o (0] 0 O

Rada alikvotnich tont odpovida tzv. piirozenému ladéni®, ke kterému ma bli-
ze spis Ptolemaios, resp. Didymos (kterého Ptolemaios parafrazuje), nezli py-
thagorejci. U pythagorejského ditonického diatonického tetrachordu (9:8 — 9:8
—256:243), ze kterého jsme vychazeli v predchozich tvahach, se totiz setkame
s tercii konstituovanou ze dvou shodnych celych toni 9:8:

9 9 8l
— X — = —
8 8 64

Tato tercie je v rozporu se strunou chvéjici se ve svych pétinach (tedy majici
Ctyfi pomyslné uzly). Odvodime nasledovné: pét dilt struny preneseme do Cita-
tele, lsoak odc¢itame jeden dil — dostaneme cCtyii dily a dosadime do jmenovatele:
%:7, nebo odc¢itame (geometricky) piedchozi trojuhelnikové cislo, tedy jed-
noduse 5:4 — velka, tzv. ptirozena tercie. Podivuhodna, i kdyz ¢astecna shoda (u
nekterych proporci pythagorejct a také u numerologie Platonova Timaia) propor-
ci fady alikvotnich ténl s analogickym uchopenim tonové soustavy pomoci ge-
ometrickych proporci je o to zahadnéjsi, ze alikvotni tony nebyly fecké hudebni
teorii znamy.

18 Takové urdeni je mozné az na zakladé napt. kmitoCtu, resp. poctu dvoukmitii za jednu sekundu.
19

20

Proporce oktavy 2:1 urCuje pouze vztah dvou ténti v oktavé a nikoli jejich absolutni vysku.
tj. mist, kde se protina chvéni struny v jeji ptlce, tieting, ¢tvrting, péting atd.

21 iz také Ghyka, Matila G. Zlaté ¢islo. Praha: Argo/Dokotan 2008, s.36-37.

22 yiz také popis tzv. platonskych t&les (Timaios, s.48-51), jejich vztahu k Tetraktysu a k zlaté-

mu fezu (Olsen, Scott. Zahadny zlaty Fez. Vimperk: Dokofan, 2009. s.62—64) a vztahu k alge-
braickym yantram (McClain, Ernest G. The Myth of Invariance. York Beach: Nicolas-Hays,
Inc., 1984. 5.43-59).

tj. ladéni, které stavi na tzv. harmonickych proporcich, u kterych plati +1

23

n
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K intervalim analogickym k tadé¢ alikvotnich toni, u kter}'/ch plati "7” , se
dopracujeme také metodou déleni intervald podle formulace "x:y ”}y Z této
metody vychazela fada pozdné antickych hudebnich teoretlku proporce super-
particularis je totiz dobfe aplikovatelna pro méfeni na monochordu®. Ladéni
postavené na déleni harmonickych intervall je také znamo jako tzv. syntonicke
ladéni podle tetrachordu, ze kterého je odvozeno. Syntonicky diatonicky tetra-
chord (10:9 — 9:8 — 16:15), jak jej zname z Ptolemaiovy Harmoniky*, obsahuje
dva rozdilné celé tony. Tento tetrachord popisuje také Gioseffo Zarlino® vedle jiz
zminéného ditonického diatonického’ tetrachordu (9:8 — 9:8 — 256:243), ktery
byl ,, molto favorito da gli antichi Filosofi “**. Naproti tomu diatonicky syntonicky
tetrachord® popisuje Zarlino nasledovné:

36. Hypate meson.
Sesquinona.

40. Lychanos hypaton.
Sesquiottava.

45. Parhypate hypaton.
Sesquiquintadecima.
48. Hypate hypaton.

Slozenou proporci tetrachordu 48:45:40:36 rozdélime na dvojice a zjednodu-
Sime spolecnym délitelem:

40:36 = 10:9 (Sesquinona, tedy 1 1/9)
45:40 = 9:8 (Sesquiottava, 1 1/8)
48:45 = 16:15 (Sesquiquintadecima, 1 1/15)

Tento tetrachord tedy v sob¢ skryva jak piirozenou velkou tercii 45:36 = 5:4
(Sesquiquarta, 1 1/4), tak i pfirozenou malou tercii 48:40 = 6:5 (Sesquiquinta, 1
1/5). Pokud postavime na tomto tetrachordu modus®, zjistime, Ze Cista kvinta (tj.
kvinta o proporci 3:2) bude na 1., IIL., IV., V. a VL. stupni, velka pfirozena tercie
(5:4) na 1, IV. a V. stupni, malé pfirozena tercie (6:5) na IIl., VI. a VIL stup-

24 (Citatel je vzdy o jedno celé ¢islo vétsi nez jmenovatel, tedy staci strunu rozdélit Citatelem,

pak jeden dil od¢itat a slysitelny vysledek je interval definovany danou proporci.

25 Ptolemaios. Harmonika. IN: Greek Musical Writings 1I: Harmonic and Acoustic Theory, A.

Barker, ed., Cambridge: 1989. 5s.270-391.

26 7Zarlino, Gioseffo. Le Institutioni Harmoniche. Seconda Parte. 2.vyd. Benatky, 1562. s.83.

27 Tetrachordo Diatonico Diatono, ibid.

28 ibid.

29 q Sintono, overo Incitato, che lo vogliamo dire, ibid.

30 viz také Dykast, Roman. Hudba veku melancholie. Praha: Togga, 2005. s.79-83.
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ni. Vidime, Ze je tak dosazeno harmonické d€leni ¢istych kvint podle formulace

a atb .p vramci moduna L., IV. a V. stupni®':
3.23%2 5 3,125 15.12:00
3+2 5

Dostali jsem sloZenou proporci 15:12:10 (durovy kvintakord). Na Ill. a VI. stup-
ni je dosazeno aritmetického déleni &istych kvint podle formulace 4 - ¢ 0.

3:3%2.5_3.2.9_6:5:4
2 2

Vysledna slozena proporce 6:5:4 reprezentuje dne$ni mollovy kvintakord. Toto
rozvrzeni Cistych kvint a jejich déleni pfedem udava hierarchizaci jednotlivych
stupnd, jejich ,,tonalni zpiisobilost™. S podobnou tonalni determinaci, jiz explicit-
n¢ ve smyslu akordi (nikoli ve smyslu rozdélenych kvint u Zarlina), se setkame
i u Rameaua’®?. Pti definici proporce durového a mollového kvintakordu pouziva
zjednoduSenou metodu urcovani stredu:

velka tercie 4:5

mala tercie 5:6

nasobky Citateld a jmenovateli, 4x5 a 5x6, dostaneme kvintu: 20:30

nasobky ,,do kfize®“, dostaneme stredy 24a25
v e N L 20:24:30

dosazeni stfed do poméru kvinty: 20-25:30

Vysledné proporce: 20:24:30 — mollovy kvintakord a 20:25:30 — durovy kvint-
akord Rameau pak nazyva perfektnimi akordy. Podobn¢ definuje také septakordy
a urcuje 1 proporce akordickych obratl. Perfektni kvintakordy 20:25:30 (durové)
se nachazeji v modu odvozeného ze syntonického tetrachordu na 1., IV. a V. stup-
ni a perfekini kvintakordy 20:24:30 mollové) na III. a VI. stupni. Vidime tedy,
ze nerovnomeérnost organizace tonové soustavy, jako pfirozeny nasledek nedé-
litelnosti oktavy, se projevuje jako svrchovana determinanta tonality a harmonie
v raznych rovinach. ,,Perfekce* a Cistota ladéni tak vytvari prirozenou hierarchii
stupitt modu.
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5.44-49.

Rameau, Jean Philippe. Traité de I’Harmonie. Pielozil Philip Gossett. New York, 1971.
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